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形状微分と物質微分による随伴法を用いた形状最適化 
Shape Optimization Using Adjoint Method  




To obtain maximum-drag profiles on a surface of an object located in unsteady flow, a shape optimization 
algorithm based on an adjoint method is presented. The adjoint method is based on the Lagrange multiplier 
method. Using a first variation of the Lagrange function, stationary conditions can be derived. These conditions 
consist of state equations, adjoint equations, and sensitivity equations with boundary conditions. The sensitivity 
equations are derived based on the shape derivative and the material derivative. To achieve the optimal shape 
based on these stationary conditions, a smoothing technique, a constant volume technique, a node relocation 
technique, the SUPG-PSPG stabilized method, and the GPBi-CG solver are implemented in the shape 
optimization algorithm. Using this algorithm, under Stokes flow, we can obtain the Pironneau’s results in the 
literature (optimal shape of the rugby ball type). Under unsteady flow, this algorithm can also construct an 
optimal shape.  
キーワード：形状最適化, 数値流体, 有限要素法, ラグランジュ未定乗数法, 変分原理 
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図 2 に計算モデルを示す． 
 
Fig.2 Computational model 
 
２次元の計算領域 Ω 内に，円柱を１つ配置する．領
域 Ω を流体で満たす．円柱の表面を境界 γ とする．計
算モデルの上部を境界 ΓN，下部を境界 Γs，右部を境界
ΓE，左部を境界 ΓWとする．計算領域 Ωの周囲を Ψとす
る．境界 Γを次式で定義する． 
 




を Πで定義する．次式のように時間を定義する．  
 
1Rt  (2.2) 
 
境界 Γ上の単位法線ベクトルを次式のように定義する． 
   on2T R21 n,n=n  (2.3) 
 
境界 Γ上の単位接線ベクトルを次式のように定義する． 
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本研究の設計変数 z は境界 γ 上の形状外形の座標 x を
示す．領域 Ω 上の x と境界 γ 上の x を区別するため，
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記号 ηdiv を次式で定義する． 
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         Ωint,λ,t,λ,t,λ=t, T 3321 Rxxxxλ 
 (2.15) 
 
変数 λ1は随伴圧力，変数 λ2および λ3は随伴流速を示
す．関数 f(t,x,w(t,x)) は連続の式 f1(t,x,w(t,x) ，ナビエ・
ストークスの式 f2(t,x,w(t,x))と f3(t,x,w(t,x)から成る． 
 































































jj2211jj baba+ba=ba  (2.19) 
 













































































































































を相対的に強める．変数 Re はレイノルズ数を示す． 
 
μ
ρLU=Re 1  (3.2) 
 


































































































tV    (3.6) 
 
F は，支配方程式による制約関数を示す．B は，支配
方程式の境界条件に伴う制約関数を示す．変数 λ4 ～ λ9
は，随伴変数を示す．図 2 の境界 ΓN，境界 ΓSと境界 Γw
において，λ4および λ5は， T1=0 および T2=0 の境界条
件を課すために導入した随伴変数を示す．境界 Γwにお
いて，λ6および λ7は，流体の流入 u1=1 および u2=0 の
境界条件を課すために導入した随伴変数を示す．境界 γ














































































































































































てを Λlで表すことになる．式(3.7)の λlを Λlに置き換え






+εηl+2)を ε で微分して，ε=0 と置く． 
 





























上式を汎関数 L の第１変分と呼ぶ．また変数 ε と
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Table 1. Boundary conditions. 
Domains State equations Adjoint equations
ΓW u1=1,u2=0 λ2=0, λ3=0 
ΓN, ΓS, ΓE T1=0, T2=0 S1=0, S2=0 
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011  ng   (3.22) 
 



























































































)(, ajG  は要素<j>の重心位置
での移動量を示す．l<j>は要素<j>の形状 γ上に位置する
長さを示す．下付の添字(a)はスムージングの反復回数









  Ωin04  xΘ  (4.3) 
    γG k onβ xΘ  (4.4) 













































































2,1]3,[]3[]2,[]2[]1,[]1[,  luNuNuNu llljl  (5.2) 
<m>は要素番号を示す．[1],[2],[3]は，要素番号<m>に
対する要素内の節点番号を示す．式(5.2)から偏微分を求
























































































































































































































































































力する．第３フェーズでは，記憶した W と λ を用いて
感度方程式より各時間ステップでの感度 G を求め，第
4 フェーズへ感度の時間積分値を渡す．  

















図 7 に解像度(節点数 4157，要素数 8058)の初期形状
のメッシュを示す．要素タイプは三角形１次要素であ
る．円柱の直径は，1.0とした．状態方程式の境界条件
は表 1 である．流入口（境界 ΓＷ）の流速は 1.0 である．


































































































































































































































































































































































































































011  ng   (7.4) 















































































Fig.8 Mesh and sensitivity distribution for drag 



















Fig.9 Mesh and sensitivity distribution for drag 






































Fig.11 Mesh and sensitivity distribution for drag 

















Fig.12 Mesh and sensitivity distribution for drag 
maximization in Reynolds number 100 
 
 



























Fig.14 Mesh and sensitivity distribution for drag 















Fig.15 Mesh and sensitivity distribution for drag 

























































































式(3.7)の第 3 項の時間微分項を次式のように変形する． 
 

























































































式(3.7)の第 3 項の粘性項を次式のように変形する． 























































































































































































































































































































































     211221211 x,xη+x,xt,p=x,xt,α,W   (B.1) 
 



































































ここで時間 t, 空間座標 x と変数 εは互いに独立である．













































































































































































































     on0c132   (B.8) 
 
境界 ΓN,ΓSと ΓEでは次の関係が導かれる． 
 




























  W2113 γ0=x,xη ,on  (B.13) 
 
上式の条件より，ラグランジュ関数, 式(3.14)の右辺の
第 1 項目は次式となる． 
 









































































































































































ラグランジュ関数, 式(3.14) 右辺の第4項は次式となる． 
 








































































































































































































































































ラグランジュ関数, 式(3.14) 右辺の第 13 項は次式とな
る． 
       
    
    




































































































































































































































































 ont  (B.21) 
 
式(B.20)の第 2 項より次式を導く．      in0,,,, 212212  xxtxxt se  (B.22) 
 














































 on0,on0 86  W  (B.24) 
 
以上，流速 u1 における随伴方程式と境界条件を導出し
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              2121 ,,,, zzxxzx  (C.4) 
 
空間座標 x(ε)に対して ε=0 まわりに Φ(x(ε))を，テイ
ラー展開する． 
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上式の上付き添え字“  ′  ”は形状微分を示す．領域
Ωの物質微分を次式で定義する． 
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C3 境界 Γ上での形状微分と物質微分 
境界 Γの z(ε)に対して，ε=0 まわりに，法線方向に従
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C4 領域 Ω での設計変数（z）に対する第１変分の導
出 
領域 Ωでの第 1 変分を求める．ポテンシャルを Φと
し，以下の関数 P を定義する． 
 
       d0,0 zxP  (C.13) 
 
関数 P の第１変分（物質微分），dP を次式で示す． 
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       dP 0,0 zx  (C.16) 
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境 界 γ 上 の 境 界 条 件 u1=0, λ8=c1 を 用 い た ．
dL4,dL5,dL6,dL7,dL9 の項はゼロである．ラグランジュ関


































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































おいて，境界 γ 上では，二階の微分である粘性項は 0
となる． 
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に dL=0 となるためには，(3.21)-(3.23)が成り立つ． 
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